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Ueber

den geraden, centralen Stoss zZweier fester Korper.

Von Adam Burg,

k. k. Regierungsrath und Professor am polytechnischen Institute.

(Vorgetragen in der Sitzung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe am 17. Februar 1848.)

1. Unm die Geschwindigkeiten zu bestimmen, mit welchen zwei gerade und central aufemnander
stossende feste Korper, z. B. zwei Kugeln, nach dem Stosse fortgehen, nimmt man bekannthch ent-
weder vollkommen unelastische oder vollkommen elastische Korper an, und betrachtet auf diese Weise
eigentlich nur die beiden iussersten Glieder oder Grinzen jener Reihe von Korpern, welche beziiglich
ihrer grosseren oder geringeren Elasticitit zwischen diesen Grinzen liegen und sich, so weit die Krfah-
rung hieriiber reicht, wohl diesen Grinzen mehr oder weniger nihern, diese jedoch nach keiner Seite
hin vollkommen erreichen. '

Eben so bekannt ist es auch, dass man, um die Erscheinungen des Stosses erkliren und der Rech-
nung unterwerfen zu konnen, gendithiget ist, anzunehmen, dass alle und selbst die hirtesten Korper bis
auf einen gewissen Grad zusammendriickbar sind, und dass der Stoss, wodurch eben eine solche Zu-
sammendriickung zwischen den beiden betreffenden Korpern stattfindet, nicht in einem untheilbaren
Augenblicke vollendet sein kann, sondern dazu immer eine gewisse , wenn auch noch so kleine endliche
Zeit erforderlich sei, eine Annahme iibrigens, welche keineswegs mit der Erfahrung im Widerspruche
steht , indem uns bis jetzt wenigstens keine absolut harten Korper bekannt sind, folglich eine aut solche
imaginire Korper angewandte Rechnung ohnehin nur eine fruchtlose Bemiihung semn wiirde.

Was nun aber die verschiedenen Methoden betrifft, deren man sich in den Lehrbiichern zu bedie-
nen pflegt, um auf eine schulgerechte Weise die Geschwindigkeiten der beiden zusammenstossenden
Korper oder Kugeln nach dem Stosse, und zwar als Function ihrer Geschwindigkeiten vor dem Stosse
zu bestimmen, so sucht man entweder mit ginzlicher Ausserachtlassung der wihrend des Stosses in
beiden Korpern stattfindenden Forminderungen, indem man sich diese Korper als blosse materielle
Puncte vorstellt, den D’Alembert’schen Satz darauf anzuwenden, oder man denkt sich, um auf
diese Forminderung , so weit es dabei nothig, Riicksicht zu nehmen, die Zeit, welche auf diese Aen-
derung, namentlich auf die Zusammendriickung wihrend des Stosses verwendet wird, in unendlich
viele gleiche Theile getheilt, bestimmt die Geschwindigkeitsinderung, welche die beiden Kugeln in die-
sen aufeinander folgenden unendlich kleinen Zeit -Intervallen, durch Annahme von eben so vielen zwi-
schen beiden Korpern wirkenden unendlich kleinen Druck- oder Spannkriften hervorbringen, und findet
endlich durch Summirung dieser unendlichen Reihen die gesuchten Endgeschwindigkeiten der als voll-
kommen unelastisch angenommenen beiden Korper. Die erste dieser Methoden, welche sofort von der
Annahme ausgeht, dass die Griosse der Bewegung beider Korper nach dem Stosse eben so gross als
vor dem Stosse, oder dass der Verlust an Grosse der Bewegung des einen Korpers dem Gewinnste an
Grosse der Bewegung des andern Korpers gleich sein miisse, lisst bei Anfingern den ohne weitliufige
Deductionen nicht leicht zu hebenden Zweifel iiber die absolute Nothwendigkeit dieses Gesetzes bestehen,
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wihrend die letztere Methode den mit der Differenzial- und Integralrechnung vertrauten Schiiler minde-
stens hinsichtlich der Eleganz und Priicision nicht vollkommen befriedigen kann.

Es scheint uns daher, dass sich die nachfolgende Entwickelungsart, welche wir von diesen beiden
Mingeln frei glauben, und nur auf den einfachsten Bewegungsgesetzen beruht, fir den Vortrag am

besten eignen diirfte.

2. Es seien niamlich m und m die Massen zweier homogener Kugeln, deren Mittelpuncte sich
auf ein und derselben geraden Linie nach einerlei Richtung mit den Geschwindigkeiten ¢ und »" so bewegen
sollen, dass alle Puncte der Kugeln mit dieser Geraden parallele Linien beschretben (die Kugeln also
keine rotirende Bewegung dabei annehmen), und zwar sei, wenn m die nachlolgende oder anstossende
und m' die vorausgehende oder gestossene Kugel bezeichnet, v—v, so dass im Augenblicke des Ein-
holens oder Begegnens der beiden Kugeln ein Stoss der Kugel m gegen jene m' ausgeiibt wird, wel-
cher so lange dauert, bis die vorausgehende Kugel m' der nachfolgenden m kein weiteres Hinderniss
mehr darbiethet. Durch die Wirkung und eben so grosse Gegenwirkung zwischen den beiden Kugeln
werden die zunichst am Beriihrungspuncte liegenden materiellen Theilchen verschoben oder die ausser-
sten Schichten der beiden Kugeln an dieser Stelle so lange zusammengedriickt und dabei die voraus-
gehende Kugel m' beschleuniget und die nachfolgende m verzdgert, bis die erstere an ihrer Geschwin-
digkeit so viel gewonnen und die letztere an ihrer Geschwindigkeit so viel verloren hat, dass nunmehr
beide Kugeln eine gemeinschaftliche Geschwindigkeit « besitzen.

Sind nun beide Kugeln vollkommen unelastisch, so hort von nun an jede weitere Reaction zwi-
schen denselben auf, und damit ist dann auch der Stoss selbst vollendet, so, dass sich hierauf beide
Kugeln, an welchen die durch den Stoss entstandenen Eindriicke haften bleiben, wie eme emzige Masse
m+m mit dieser gemeinschaftlichen Geschwindigkeit » und zwar nach derselben Richtung fortbewegen.

Sind dagegen die Kugeln vollkommen oder auch nur zum Theile elastisch, so entsteht, nachdem
die grosste Zusammendriickung und dadurch die Ausgleichung in den Geschwindigkeiten emngetreten ,
durch das Bestreben, ihre urspriingliche Form entweder vollkommen oder zum Theile wieder herzu-
stellen, eine weitere Reaction zwischen den beiden Kugeln, in Folge welcher die vorausgehende m' noch
weiter beschleunigt und die nachfolgende m noch weiter und zwar so lange verzogert wird, bis diese
Formherstellung , so weit diess nach ihrem Elasticititsgrade moglich, vollendet ist, und die Kugeln
sich von einander zu trennen oder zu entfernen beginnen, in welchem Augenblicke dann auch der
Stoss selbst in diesem zweiten Falle zu Ende ist. Es treten daher bei allen Kérpern, welche nicht
absolut unelastisch sind, wihrend des Stosses zwei bestimmt von einander zu unterscheidende Perioden
ein, in deren erster die Korper so lange zusammengedriickt werden , bis sie einerlei Geschwindigkeit
angenommen haben, und in deren zweiter eine eben so grosse oder geringere Ausdehnung zwischen
den zusammengedriickten Theilchen oder Schichten beider Korper stattfindet, bis sie sich mit ver-
schiedenen Geschwindigkeiten von einander entfernen.

3. Betrachtet man nun wihrend der ersten Periode die beiden genannten Kugeln (diese mogen
vor der Hand als elastisch oder unelastisch angesehen werden), nachdem die Zusammendriickung bereits
durch die unbestimmte Zeit ¢ gedauert hat, und bezeichnet die Grisse der Kraft, welche man sich
zwischen den beiden Kugeln in Folge des Zusammenstosses als wirksam denken kann, in diesem
Augenblicke durch p, so wie die Geschwindigkeiten beider Kugeln m und m mit & und &, so er-
scheint die variable Kraft », welche im Momente des Beginnens des Stosses am grossten und am
Ende der ersten Periode Null ist, wihrend der darauf folgenden unendlich kleinen Zeit df als con-
stant, und es nimmt wihrend dieser Zeit die Geschwindigkeit ' um da' zu, dagegen jene x um dx
ab ., so dass nach bekannten Gesetzen

de = prgdt und do = -ﬁ—gdt;
.om m
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oder da p eine gewisse (wenn auch unbekannte) FKunction der von o bis #f wachsenden Zeit ¢ ist,
wenn man namlich die (uns durchaus unbekannte) Zeit, welche der ersten Periode des Stosses zu-
kommt, mit ¢ bezeichnet, also p = ¢ (f) gesetzt werden kann, auch

de = g,go (1) df und dz=__ —'q—p (7) dt
m m

hat, wobei g die Beschleunigung der Schwere ist.

Durch die Integration dieser beiden Gleichungen erhdlt man, wenn man sich erinnert, dass,
ohne die Natur der Function ¢ () ndher kennen zu miissen, das allgemeine Integrale von ¢ (¢) df
irgend eine neue Function ¢ (f) von ¢ sein miisse , sofort

97'3' o (1) +C undm:ﬂ'_._-% o (%)

wobei C' und € die Constanten der Integration sind; um diese zu bestimmen, eehen fir =0, was
wir durch # anzeigen wollen, die Geschwindigkeiten & und &' in ihre urspriinglichen » und o iiber.,
und man erhéilt sonach aus diesen beiden Relationen

C=v — 7 o @) mdC=v+9 (1)
m m

X =

so dass, wenn man diese Werthe fiir C und C substituirt, auch

PO s b P PR
m

und & = v —l—-‘—q—[?’ (t) — ¢ (O] wird.
m

Um die vollstindigen Integrale zu erhalten, darf man nur bemerken, dass fiir {=¢ beide Ge-
schwindigkeiten & und &' in jene u iibergehen, wenn ¢ und # die angegebene Bedeutung haben; man
erhilt sonach aus diesen beiden letzteren Relationen:

w=0v+L ¢ @O—7 @) ... (=

m
ond 4 = + _f;_ [¢' (t)—¢' ()] .- (8

woraus sofort auch, wenn man die erste dieser beiden Gleichungen mit m', die letztere mit a2 multi-
plicirt und diese dann summirt

I g
me-+m'e
(m+m) u=me-+mv oder u= +

.« (1 folgt.
m -+ m

4. Um ferner auf den zweiten Theil oder die zweite Periode des Stosses iiberzugehen, wollen
wir der grosseren Allgemeinheit wegen die beiden Kugeln nicht als vollkommen elastisch voraussetzen —
in welchem Falle die ausdehnende Kraft p genau wieder der vorigen Function ¢ () in allen ihren
Werthen von =0 bis {=¢ gleich wire — sondern annehmen, dass die zwischen den beiden Kugeln
als wirksam auttretende ausdehnende Kraft durch np, d. i. durch ny(#) ausgedriickt werde, wobei
n <1, immer so bestimmt werden soll, dass auch hierbei die Zeit # von Null bis # wachsen muss,
um die Ausdehnung oder zweite Periode des Stosses zu vollenden, was z. B. fiir den Fall der voll-
kommenen Elasticitit fir n=1 stattfindet.

Diess vorausgesetzt betrachten wir wieder die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln m und » in
emem Augenblicke, in welchem die Ausdebnung bereits durch die unbestimmte Zeit ¢ gedauert hat,
und nehmen an, dass diese beziehungsweise # und #” sind, wobei w<wu und ' >u ist: so werden
diese im nichstfolgenden Zeit-Elemente df, erstere um duw verzogert, letztere um du” beschleunigt,
so dass man genau wieder wie in 3. erhdlt:
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du =9 ¢ () df und dw = . " o () dt
m S
folglich wenn man integrirt :

w1
m m
Um die Constanten der Integrationen zu bestimmen, hat man fiir #=o0 sofort w’'=w =u, folglich

n , n
Cmo @) it Ot Ly )
m m

also wenn man diese Werthe substituirt, und um die Integrationen vollstindig zu machen, auch gleich
t—=1 setat, wodurch # und %’ In jene Geschwindigkeiten ¥ und V' iibergehen, welche die Kugeln
m und m’ am Ende dieser zweiten Periode, also auch nach ganzlich vollendetem Stosse annehmen, sofort:

V=u+ 2y () —5 @) -

und V =u + 9:”—‘9[30’ (&) —¢ @)]... (¢

oder wenn man die eingeklammerten Binome aus den % Gleichungen «, B, «, f eliminirt, auch
V=m+1Du—ne und V=m+ 1)u—nve....(2

Fiir den Kall, dass die Kugeln vollkommen unelastisch sind, hat man, wegen n=o0, V=V=u;

dagegen bel Voraussetzung einer vollkommenen Elasticitit, wofiir n =1 wird :
V=2 u—v und V=2 u—v

wobei % in der obigen Relation (1 bestimmt ist.

Fir unvollkommen elastische Korper kann der zwischen Null und der Einheit liegende Werth
n leicht aus den Gleichungen (2 bestimmt werden, wenn die Geschwindigkeiten vor und nach dem
Stosse durch Beobachtung gegeben sind.

Schliisslich folgen noch ganz einfach aus den Relationen &' und £ :

m V=muuwd m V=mu, also (m+m) u=mV+mV
oder mit Riicksicht auf die Gleichung (1:
me+mv =mV-+mV;
ferner eben so einfach
m V4w V= me* + mv*
mm (v—1v)>
m -+ m 4

woraus ganz ungezwungen folgt, dass durch den Stoss vollkommen elastischer Korper kein Verlust
an lebendiger Kraft eintritt, wihrend durch den Stoss von unelastischen Korpern immer ein solcher
Verlust stattfindet, welcher mit der Grosse der Massen m, m und der Differenz der Geschwindig-
keiten » und ¢ zunimmt. Fiir unvollkommen elastische Korper ist dieser Verlust an lebendiger Kraft

(1—n®>) mmv (e—v)*
m-+ m

und mu® + mu® = mv* + mv”

———
——— a8
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